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TÓM TẮT  

Bài báo nghiên cứu mô hình hàng đợi          (có quá trình đến là quá trình 

Poisson không thuần nhất) với hàm cường độ đến      của khách hàng giới hạn 

trên một khoảng thời gian. Kết quả thu được là số khách hàng trong hệ thống tại 

thời điểm   có phân phối Poisson với tham số trung bình      và các đại lượng 

khác đo lường hệ thống, trong đó đáng chú ý là công thức xác định thời gian hệ 

thống dừng phục vụ   . Cuối cùng, một số kết quả và minh họa bằng số cho hai mô 

hình          và          khi hàm cường độ đến có dạng hàm bậc hai và dạng 

hàm sin. 

Từ khóa: quá trình Poisson không thuần nhất, mô hình hàng đợi         , tốc độ 

đến trên một khoảng thời gian, các đại lượng đo lường hệ thống. 

 

1. GIỚI THIỆU 

Mô hình hàng đợi với quá trình đến của khách hàng là một quá trình ngẫu 

nhiên có tốc độ đến phụ thuộc theo thời gian đã được nhiều nhà toán học đưa ra và 

giải quyết. Trong đó, phần lớn các kết quả nghiên cứu cho trường hợp quá trình đến là 

quá trình Poisson không thuần nhất với hàm cường độ phụ thuộc theo thời gian. Điều 

này cũng rất tự nhiên vì khi hàm cường độ là hàm hằng thì các mô hình trên đưa về 

mô hình hàng đợi cơ bản mà đã được A. K. Erlang (1909) đề xuất và nhiều tác giả đưa 

ra (xem [7, 8]). Quá trình xây dựng và giải quyết các mô hình hàng đợi phụ thuộc theo 

thời gian thường gặp nhiều khó khăn và phức tạp hơn mô hình hàng đợi không phụ 

thuộc theo thời gian (xem [1-5]). Tuy nhiên, với mô hình hàng đợi có số điểm phục vụ 

là vô hạn          thì dễ giải quyết hơn trong việc xác định các đại lượng đo lường 

hệ thống. Chẳng hạn, bằng phương pháp xác suất và độ đo ngẫu nhiên Poisson thì ta 

được kết quả là số khách hàng trong mô hình           tại mỗi thời điểm có phân 

phối Poisson (xem [2]).  

Các tính chất, đại lượng đo lường của mô hình          được quan tâm đến 



 

 

Mô hình hàng đợi          với hàm cường độ đến trên một khoảng thời gian 

40 

như phân phối quá trình rời đi của khách hàng, sự tương ứng tuyến tính giữa dạng 

hàm cường độ đến của khách hàng và dạng hàm trung bình của số khách hàng trong 

hệ thống, các xấp xỉ cho hàm trung bình của số khách hàng trong hệ thống, … cũng 

như các kết quả của mô hình khi thời gian phục vụ là hằng số (   ), thời gian phục 

vụ có phân phối mũ (   ), … được đưa ra (xem *2, 3, 6+). Bên cạnh đó, một số bài 

báo cũng giải quyết mô hình          khi hàm cường độ đến có dạng hàm bậc hai, 

hàm đa thức và dạng hình sin và các ứng dụng của mô hình (xem [2, 3, 6]). 

 Các kết quả đề cập trên giải quyết cho mô hình hàng đợi hoạt động trên 

khoảng thời gian        , tức là hệ thống hoạt động liên tục, khi có khách đến thì hệ 

thống phục vụ. Trong thực tế, nhiều mô hình hàng đợi chỉ hoạt động trên một khoảng 

thời gian nhất định, sau đó ngừng hoạt động một thời gian và lại tiếp tục hoạt động 

chu kỳ mới. Chẳng hạn, hệ thống siêu thị chỉ phục vụ khách mua hàng từ 7h30 đến 

21h30 trong mỗi ngày; bộ phận sửa chữa xe máy ở các đại lý chỉ phục vụ khách đến 

sửa chữa từ 7h00 đến 17h00 trong mỗi ngày, … Với các mô hình như vậy thì hàm 

cường độ đến của khách hàng nhận giá trị dương trên một khoảng thời gian       nào 

đó. Bài báo sẽ xây dựng và giải quyết mô hình          với hàm cường độ đến có 

dạng trên.  

 

2. MỘT SỐ KHÁI NIỆM 

Phần này trình bày một số khái niệm, giả thiết và kết quả về quá trình Poisson 

không thuần nhất và mô hình hàng đợi          sử dụng trong bài báo. 

2.1 Quá trình Poisson không thuần nhất 

 Quá trình đếm           , số lần một biến cố xảy ra, trên khoảng       gọi là 

quá trình Poisson không thuần nhất với hàm cường độ        nếu thỏa mãn: 

-       . 

- Quá trình      có gia số độc lập, tức là        và          là hai biến ngẫu nhiên 

độc lập với            . 

- Với mỗi     thì      là biến ngẫu nhiên có phân phối Poisson với tham số 

     ∫        
 

 

 

  Với hàm cường độ        (hằng số) thì quá trình      gọi là quá trình Poisson 

(thuần nhất) với cường độ  . Hàm cường độ      trong các phần tiếp theo được giả 

thiết là liên tục phải và bị chặn. Ngoài ra, từ định nghĩa, ta có tính chất của quá trình 

Poisson không thuần nhất là với       thì       , là số lần biến cố xảy ra trên      , 

có phân phối Poisson với tham số  

       ∫        
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2.2 Mô hình hàng đợi         . 

 Mô hình hàng đợi         , theo ký hiệu Kendall, được mô tả như sau:  

- Quá trình đến của khách hàng     , số khách hàng đến hệ thống hàng đợi 

trong khoảng      , là một quá trình Poisson không thuần nhất với hàm cường 

độ      (và      gọi là tốc độ đến phụ thuộc thời gian  ). 

- Các khách hàng đến hệ thống thì được phục vụ ngay mà không cần phải đợi 

(số điểm phục vụ vô hạn). Thời gian phục vụ   của các khách hàng là các biến 

ngẫu nhiên không âm, độc lập, cùng hàm phân phối      không phụ thuộc  . 

- Một số giả thiết khác như quá trình đến của khách hàng độc lập với thời gian 

phục vụ, sức chứa hệ thống là vô hạn, … 

Mô hình          có nhiều tính chất đơn giản để xác định các đại lượng đo 

lường hệ thống hàng đợi. Một số đại lượng đo lường mô hình hàng đợi sử dụng trong 

bài báo là: 

- Số khách hàng trong hệ thống      tại thời điểm   và số khách hàng trung bình 

trong hệ thống              tại thời điểm  . 

- Tốc độ khách hàng đến trung bình trong một đơn vị thời gian của khoảng       

là 

     
 

 
∫        

 

 

 

- Số khách hàng trung bình trong hệ thống trong một đơn vị thời gian của 

khoảng       là 

     
 

 
∫        

 

 

 

- Xác suất hệ thống không có khách hàng tại thời điểm   là                  

- Mức sử dụng của hệ thống trong khoảng     , là tỷ lệ phần thời gian hệ thống 

bận phục vụ khách hàng, là  

       
 

 
∫         

 

 

 

 Với các giả thiết và ký hiệu trên và dựa vào các kết quả về mô hình hàng đợi 

          của Eick, Whitt trong [2-5], ta có kết quả sau: 

Định lý 2.1. Mô hình          có các tính chất sau: 

a) Với mỗi          có phân phối Poisson với tham số  

     ∫               ∫               
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Trong đó,             .  

b) Xác suất hệ thống không có khách hàng tại thời điểm   là             . 

Chứng minh. Phần a) xem Định lý 1 trong [2] với chú ý là mô hình hàng đợi bắt đầu 

hoạt động từ thời điểm 0 có tốc độ đến        với     và phần b) suy ra từ định 

nghĩa phân phối Poisson.  

 Một lưu ý từ kết quả của định lý 2.1 là quá trình      không phải là một quá 

trình Poisson (thuần nhất, không thuần nhất) do không có tính chất gia số độc lập. 

Ngoài ra, trong trường hợp tốc độ đến là hằng số, dựa vào định lý 2.1 và định nghĩa, ta 

dễ dàng đưa ra kết quả về các đại lượng đo lường mô hình hàng đợi          ở trạng 

thái ổn định (xem [7]). 

 

3. KẾT QUẢ 

Trong phần này, ta quan tâm mô hình hàng đợi          vận hành như sau: 

các khách hàng đến hệ thống trong khoảng thời gian        và đến thời điểm       thì 

hệ thống phục vụ xong các khách hàng còn lại trong hệ thống. Ở đây, khoảng        có 

thể xem là khoảng thời gian làm việc của hệ thống hàng đợi mà tất cả các khách hàng 

đến trong khoảng               đều được phục vụ xong. Chẳng hạn:  

- Trong một ngày, các khách hàng vào một hệ thống siêu thị từ 7h30 đến 21h30, 

nếu sau thời gian 21h30 vẫn còn khách hàng mua đang thanh toán thì các quầy 

thanh toán vẫn hoạt động cho đến khi khách cuối cùng được thanh toán xong, 

chẳng hạn, lúc 22h00. 

- Các cuộc gọi điện thoại đến một tổng đài tư vấn khách hàng từ 6h00 đến 23h00 

và tổng đài chỉ dừng hoạt động khi tư vấn xong các cuộc gọi đến trong khoảng 

thời gian trên. 

Với mô hình          như trên thì quá trình đến      với tốc độ khách hàng 

đến có dạng sau: 

     {
               

             
                                                  

trong đó hàm       . 

Khi đó, từ (1), số khách hàng trong hệ thống      tại thời điểm   có phân phối 

Poisson với tham số  

     

{
 
 

 
 ∫              

 

 

           

∫              
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Nhận xét. Số khách hàng trung bình trong hệ thống      trong (3) tại thời điểm 

          chỉ phụ thuộc vào thời gian phục vụ   (vì từ thời điểm    trở đi thì khách 

hàng không còn vào). Số khách hàng trong hệ thống từ thời điểm    trở đi gồm các 

khách hàng đến trước thời điểm    và chưa được phục vụ xong.  

Trong mô hình này, các đại lượng đo lường hệ thống như số khách hàng đến 

trung bình     , tốc độ đến trung bình     , số khách hàng trung bình trong hệ thống 

    , mức sử dụng của hệ thống     , … trong khoảng       có thể xác định được nếu 

biết hàm      trong (2) và      trong (3). Bên cạnh đó, ta có kết quả cần quan tâm trong 

mô hình này như sau: 

Định lý 3.1. Mô hình          với hàm      dạng (2) có tính chất sau: 

a)      là hàm giảm trên đoạn        . 

b) Xác suất hệ thống không còn khách hàng        tại thời điểm    thỏa mãn  

                                                                                  

Chứng minh. a) Với         và từ (3), ta có đạo hàm 

     

  
 ∫

        

  
       

  

 

 

Do hàm phân phối      không giảm nên       là hàm không tăng nên 
      

  
  . Hơn nữa        nên suy ra 

     

  
  . Do đó      là hàm giảm. 

b) Từ định lý 2.1, ta có                nên suy ra                . Theo a) 

thì      là hàm giảm trên đoạn         và tồn tại hàm ngược     nên suy ra (4).  

Nhận xét. Dựa vào công thức (4) trong định lý 3.1, ta có thể xác định thời điểm    nếu 

cho trước xác suất       . Trong thực tế, bài toán này có ý nghĩa trong việc xác định 

khoảng thời gian mô hình hàng đợi cần phục vụ các khách hàng còn lại sau khi đến 

thời điểm quy định khách hàng đến   .  

Ví dụ 3.1:  Xét mô hình hàng đợi           với tốc độ đến là 

     {
                  

           
 

(quy định khách hàng đến trong khoảng (0; 8) giờ và hệ thống dừng phục vụ lúc 9 giờ). 

Thời gian phục vụ   mỗi khách hàng là 1,2 giờ. 

Ta có hàm phân phối thời gian phục vụ        nếu       và        nếu 

     . Từ (3) ta tính được, với     thì      
 

 
                   

   

 
. Do đó, 

xác suất hệ thống không còn khách hàng lúc 9 giờ là                  . Điều này 

cho thấy nếu quy định hệ thống dừng phục vụ lúc 9 giờ thì khả năng còn khách chưa 

phục vụ xong vẫn còn cao. Để khắc phục và đảm bảo khách hàng gần như được phục 

vụ xong, chẳng hạn, ta chọn xác suất             thì theo (4), thời điểm    là nghiệm 
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của phương trình                 với         , suy ra        . Vậy nếu quy 

định hệ thống dừng phục vụ lúc 9,15 giờ thì gần như khách được phục vụ xong (xác 

suất 0,98), điều này cũng có nghĩa là nếu quy định khách đến hệ thống trước 8 giờ thì 

hệ thống cần phục vụ thêm ít nhất 1,15 giờ nữa.  

Tiếp theo trong phần này, ta sẽ đưa ra một số kết quả và ví dụ của mô hình 

hàng đợi          đề cập ở trên trong một số trường hợp cụ thể như sau: 

- Thời gian phục vụ   là hằng số     (gọi là mô hình         ) và   có phân 

phối mũ Exp( ) với     (gọi là mô hình         ). 

- Tốc độ khách hàng đến là hàm dạng hàm bậc hai, dạng hình sin. 

Định lý 3.2. Xét mô hình          với hàm      dạng (2) sao cho           

    . Khi đó, với mỗi          thì      có phân phối Poisson với tham số  

     

{
 
 

 
 ∫       

 

 

          

∫       
         

   

           

                                         

Chứng minh. Thời gian phục vụ là hằng số   nên suy ra         nếu     và 

        nếu     và từ (3), ta suy ra điều phải chứng minh.  

Nhận xét. a) Vì thời gian phục vụ là hằng số   nên nếu         thì hệ thống chắc 

chắn phục vụ xong các khách hàng.  

b) Nếu các khách hàng đến tại thời điểm         thì chắc chắn các khách hàng này 

được phục vụ xong sau thời điểm  . Do đó, số khách hàng trong hệ thống      tại thời 

điểm   bằng số khách hàng đến      trong khoảng      . Điều này có nghĩa với 

        thì           ∫       
 

 
. 

Định lý 3.3. Xét mô hình          với hàm      dạng (2). Khi đó, với mỗi          

thì      có phân phối Poisson với tham số 

     ∫                                                                   
         

 

 

Chứng minh. Thời gian phục vụ có phân phối mũ Exp( ) nên suy ra            với 

    và từ (3), ta suy ra điều phải chứng minh.  

Nhận xét. Với          , ta có                                  . Mặt khác, ta 

xét tình huống sau: Theo kết quả định lý 3.3, số khách hàng trong hệ thống       tại 

thời điểm    có phân phối Poisson với tham số      . Giả sử ta xem các khách hàng 

này bắt đầu được phục vụ tại thời điểm    (thực tế thì một số khách hàng đã đến trước 

thời điểm    và đang còn phục vụ). Xác suất mỗi khách hàng này chưa được phục vụ 

xong tại thời điểm      là         . Do đó, theo tính chất tách phân phối Poisson thì 
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số khách hàng trong hệ thống      tại thời điểm   có phân phối Poisson với tham số 

             . Điều này cho thấy tính không nhớ của thời gian phục vụ có phân phối 

mũ là tại thời điểm    (khách hàng không được vào nữa) thì các khách hàng đang ở 

trong hệ thống có thể được xem như bắt đầu được phục vụ dù trước đó đang được 

phục vụ.    

Tốc độ đến của khách hàng xét trong phần này có xu hướng tăng dần trong 

khoảng thời thời đầu, sau đó giảm dần trong khoảng thời gian cuối như dạng hàm bậc 

hai, dạng hình sin. Để đơn giản các công thức và tính toán, ta minh họa ví dụ cụ thể 

mô hình          và          với các dạng tốc độ đến nói trên. Các tính toán và đồ 

thị được thực hiện trên Maple. 

Ví dụ 3.2: (Game online). Một hệ thống trò chơi online xếp hạng cho phép người chơi 

đăng nhập và tham gia chơi trong khoảng (0; 12) giờ. Giả sử mô hình là          với 

tốc độ người chơi đăng nhập chơi là                với       . Thời gian 

chơi trò chơi ở mỗi lần đăng nhập có phân phối mũ với trung bình 10 phút.  

 Áp dụng kết quả (6) trong định lý 3.3 với các tham số           và hàm 

     như trên, ta có số người chơi trung bình tại thời điểm   là: 

     {

 

  
                            

 

  
                            

 

Với hàm           và định nghĩa trong phần 2.1, 2.2, ta xác định được các hàm 

                     và được minh họa đồ thị trong hình 3.1. 

 

Hình 3.1. (a) Đồ thị tốc độ đăng nhập     , số người chơi trung bình     . 

(b) Đồ thị xác suất hệ thống không người chơi       và mức sử dụng hệ thống     . 

Một số giá trị đo lường hệ thống trên như sau:  

- Tốc độ đăng nhập trung bình trong khoảng (0; 12) là          lần đăng 

nhập/giờ. 
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- Số người chơi trung bình trong hệ thống trong khoảng (0; 12) là            

người chơi/giờ. 

- Dựa vào đồ thị (b) hình 3.1, xác suất hệ thống không có người chơi giảm nhanh 

ở 1 giờ đầu, sau đó duy trì ở mức rất nhỏ từ 1 giờ đến 12 giờ, sau đó tăng nhanh 

sau 12 giờ. Cụ thể ở 12 giờ là                 và ở 13 giờ là             . 

Do đó có thể nhận định hệ thống trên sau khoảng 13-14 giờ thì không còn 

người chơi. 

- Mức sử dụng ở hình 3.1b cho thấy hệ thống gần như luôn hoạt động với tỷ suất 

trên 90%, chẳng hạn trong khoảng (0; 12) giờ thì hệ thống phục vụ cho người 

chơi chiếm             phần thời gian. 

Ví dụ 3.3. (Tổ chức thi học phần online) Một học phần được tổ chức thi online trong 

một số ngày với thời gian cho phép thí sinh đăng nhập và thi mỗi ngày trong khoảng 

(0; 8) giờ. Giả sử mô hình tổ chức thi là          với tốc độ thí sinh đăng nhập để làm 

bài thi là       *         (
  

 
)+ với      . Thời gian làm bài thi của mỗi thí 

sinh là 45 phút. 

Áp dụng kết quả (5) trong định lý 3.2 với các tham số             và hàm 

     như trên thì số thí sinh làm bài thi      tại thời điểm   có phân phối Poisson với 

tham số 
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Từ hàm           ta xác định được các hàm      (        )            và được 

minh họa đồ thị trong hình 3.2. 

 

Hình 3.2. (a) Đồ thị tốc độ đăng nhập     , số thí sinh làm bài trung bình     . 

(b) Đồ thị tốc độ đăng nhập trung bình      và số thí sinh làm bài trung bình      trên 1 đvtg. 
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Một số giá trị đo lường hệ thống trên như sau:  

- Ở hình 3.2a cho thấy số thí sinh làm bài thi trung bình      tại các thời điểm 

cũng có dạng hình sin như tốc độ đăng nhập      (ngoại trừ khoảng đầu, 

khoảng cuối).   

- Dựa vào đồ thị (b) hình 3.2, ta thấy tốc độ đăng nhập trung bình trên 1 giờ 

trong các khoảng thời gian biến thiên từ 5 – 6 thí sinh/giờ. Chẳng hạn, tốc độ 

đăng nhập trung bình trong khoảng (0; 8) là        thí sinh đăng nhập/giờ. 

- Số thí sinh làm bài thi trung bình trong hệ thống trong khoảng (0; 8) là      

     thí sinh/giờ. 

- Theo nhận xét trong định lý 3.2 và với thời gian làm bài quy định là 0,75 giờ thì 

hệ thống chắc chắn sẽ dừng hoạt động tại thời điểm 8,75 giờ. Do đó, ta có thể 

chọn thời điểm         một cách đơn giản. 

Trong thực tế, nếu ta ước lượng được tốc độ đến cũng như phân phối thời gian 

phục vụ trong mô hình hàng đợi          như đề cập trên thì sẽ phân tích và đánh 

giá được mô hình như trong các ví dụ trên. 

 

4. KẾT LUẬN 

 Bài báo đã đưa ra một số kết quả và nhận định cho mô hình hàng đợi        

  với hàm cường độ đến của khách hàng giới hạn trên một khoảng thời gian nhất 

định. Trong đó, tác giả đưa đến cách xác định thời điểm hệ thống hàng đợi dừng phục 

vụ dựa trên xác suất hệ thống không còn khách hàng. Bên cạnh đó là một số minh họa 

cụ thể cho hai mô hình cơ bản         ,          với dạng hàm cường độ đến 

thường gặp trong thực tế. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo của bài báo là: 

- Mở rộng mô hình hàng đợi đã đề cập khi thời gian phục vụ phụ thuộc theo thời 

gian. 

- Tìm hiểu và nghiên cứu các mô hình phức tạp hơn như         ,           , 

… với hàm cường độ đến đã đề cập. 

- Nghiên cứu mạng lưới hàng đợi với các trạm phục vụ liên kết đến mô hình đề 

cập trong bài báo.   
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ABSTRACT 

This paper deals with the study of        queues (having a nonhomogeneous 

Poisson arrival process) with customers arrive to the system with rate 

functions    on a bounded time interval. Results showed that the number of 

customers in the queue at time   having a Poisson distribution with the 

parameter     and other performance measures of the system, where a noticeable 

formula is to determine the time    at which the system stops working. Finally, 

some results and numerical illustrations for        queues and       
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